Mathematik Gleichungen von der Form sin(c x) = R und cos(cx) = R www.mathador.ch

Gegeben sind trigonometrische Gleichungen, vergleiche FS 4.13.6 4. Welche Symmetrieformeln gelten fiir Sinus- und Cosinuswerte im
Einheitskreis?
a) sin(25«4)=15 b) cos(—v2a) = —1.5
¢) sin(—3.5a) =13 d) cos(0.5x) = —/2
e) sin(2a) =0.5 f) cos(2a¢)=05 R/ ;
g) sin(0.5a) = —/3/2 h) cos(0.5a) = —/3/2 i
i) sin(—3a) =1/V2 j)  cos(—3«) =1/V2 ‘
k) sin(0.254) = —1 1) cos(0.25a) = —1 |
Lose folgende Aufgaben. 3
1. Gegeben sei die Sinusfunktion f mit

f(x) =sin(x) und x € _z}5_7r . o 1 .
2° 2 5. Wie lautet die dquivalente Umformung fiir die Gleichung
sowie die Cosinusfunktion g mit sin[T(a)] = R
2(x) =cos(x) und x € {_% ; 57” ] und unter welcher Bedingung ist eine solche moglich?

6. Wie lautet die 4quivalente Umformung fiir die Gleichung
Zeichne die Graphen G(f) und G(g) in dasselbe Koordinatensys-
tem. Wie lauten der Definitionsbereich D und der Wertebereich W cos[T(a)] = R
fiir diese Funktionen und was ldsst sich itiber deren Periodizitit sa-

gen? und unter welcher Bedingung ist eine solche moglich?

2. Fir welche R € R sind die Gleichungen 7. Losen die Gleichungen e) bis I).

sin[T(«)] =R und cos[T(x)] =R
nicht 16sbar und was bedeutet der Ausdruck T («)?

3. Schau dir die Gleichungen a) bis d) an und 16se sie, falls moglich.
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1. Siehe die Graphen G(f) und G(g) der Sinus- bzw. Cosinusfunktion, 2. a) Die Gleichungen

leiche FS 8.11.
vergleiche sin[T(x)] = R und cos|[T(a)] = R

A

Y sind fir

IRl>1 < R<-1 V 1<R & R¢[-1;1]

nicht 1osbar, denn der Sinuswert R bzw. der Cosinuswert R
muss im Intervall W = [—1; 1] liegen, vergleiche Aufgabe 1
und Einheitskreis.

w oma s x b) Der Ausdruck T(a) steht fiir einen , Term in a” (d.h. fiir einen
Term welcher die Variable a enthélt) und im einfachsten Fall
gilt

Sn/4  3f/2 Tm/4

T(a) =a dh. sin(a) =R

Wenn man eine in x-Richtung gestreckte Sinusfunktion mit , hal-
ber Frequenz” will, schreibt man

T(a) =05a d.h. sin(0.5a) =R

Fiir beide Funktionen gilt und wenn man eine in x-Richtung gestauchte Cosinusfunktion

yeD=R und Flx),g(x) e W= [—1; 1] mit ,doppelter Frequenz” will, schreibt man
d.h. als ,Input” ist jede reelle Zahl (immer ein Winkel in Radiant T(a)=2a dh. cos(2a) =R

oder Grad) erlaubt und als , Output” kommen nur die Funktions- 3. Gemiiss Aufgabe 1 und 2 muss

werte
-1 < f(x),g(x) <1 R,ReW=[-1;1]
in Frage. Mit n € Z gilt gelten, d.h. die Gleichungen a) bis d) sind wegen
sin(a) = sin(a +n - 27) sin[T(x)] =1.5¢ W und sin[T(a)] =V3~17¢ W
und sowie

cos(w) = cos(aw + n - 27) 4 /3
T =—-15¢W T =—V2x-14¢W
d.h. beide Funktionen haben eine Periodeldnge von 27t ~ 6.28, ver- cos{T(®)] # und  cos[T(a)] ¢

gleiche FS 6.3.3. nicht 1gsbar, wobei das Argument T(«) keinen Einfluss hat.
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4.

a) Da der (blaue) Sinuswert senkrecht eingetragen wird, entsteht

eine Symmetrie bez. y-Achse.

Die Winkel «; und &, ergdnzen sich zu 7, d.h. es sind soge-
nannte Supplementwinkel und es gilt

Ko =TT —

Die beiden Winkel sind offensichtlich nicht gleich, d.h. die Be-
hauptung «, = «; ist falsch, aber sie haben denselben Sinus-
wert womit

sin(w;) = sin(ay) = sin(r — ;) = R
gilt, bzw. ohne Indizes
sin(a) = sin(r — a)

vergleiche FS 6.3.4.

b) Da der (blaue) Cosinuswert waagrecht eingetragen wird, ent-

steht eine Symmetrie bez. x-Achse.

Die Winkel «; und o, sind bis auf das Vorzeichen gleich, d.h.
es sind sogenannte Gegenwinkel und es gilt

Ky = —

Die beiden Winkel sind offensichtlich nicht gleich, d.h. die Be-
hauptung a, = v ist falsch, aber sie haben denselben Cosinus-
wert womit

cos(y) = cos(ap) = cos(—w;) =R
gilt, bzw. ohne Indizes
cos(a) = cos(—a)

vergleiche FS 6.3.4.
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5. Fir 6. Fir
RI<1 & -1<R<1 & Re[-1;1] RI<1 & -1<R<1 & Re[-1;1]
gilt die Umformung gilt die Umformung

T = -2
sSn[T(w)] =R < 4 L&) Jtmean

T(ap) = 7m —arcsin(R) +n - 27
mit n € Z, vergleiche FS 4.13.6 und Einheitskreis.

Nach dieser ersten Umformung miissen die beiden Gleichungen mit
den Termen T(a71) und T(a;) nach a; bzw. a; umgeformt werden.

Es gibt die zwei ,Basislosungen”
und 77 — arcsin(R)
wobei ein Taschenrechner immer nur den ersten Winkel
€[-90°;90°] bzw. €-m/2; /2]

aus dem rechten Halbkreis zuriickgeben kann.

T(aq) = +n-2m
T(ap) = —arccos(R) +n - 27

cos[T(a)] =R < {

mit n € Z, vergleiche FS 4.13.6 und Einheitskreis.

Nach dieser ersten Umformung miissen die beiden Gleichungen mit
den Termen T (a1) und T(a) nach a; bzw. a; umgeformt werden.

Es gibt die zwei ,Basislosungen”
und —arccos(R)
wobei ein Taschenrechner immer nur den ersten Winkel
€[0°;180°]  bzw. € [0; 7]

aus dem oberen Halbkreis zurtickgeben kann.
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7. e) Mit f) Mit
sin(2a) = 0.5 cos(2a) =0.5
und n € Z gilt die Umformung und n € Z gilt die Umformung
2001 = +n-2mr A 201 = +n-2m A
209 = 71 —sin” 1(0.5) +n-2m 200 = —cos (0.5) +n-2m
und damit und damit
51 T
200 = +n-2m A thz:?-l-n-Zn 200 = - +n-2m A 20&22*54-”'2”
wobei der Faktor 2 aus wobei der Faktor 2 aus
T(a) =2u T(ax) =2a
bis hierher noch keinen Einfluss hat. bis hierher noch keinen Einfluss hat.
Umformen nach a4 ; ergibt Umformen nach «; » und zusammenfassen ergibt
T
a1:%+n-7{ A oc2:51—72-[+n-7'[ zxm:j:g+n-7r
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g) Mit h) Mit
sin(0.5a) = —v/3/2 ~ —0.866 cos(0.5a) = —V/3/2 ~ —0.866
und n € Z gilt die Umformung und n € Z gilt die Umformung
0.5a1 = +n-2mr A 0.5a1 = +n-2r A
050y = 71— sin_l(—\@/Z) +n-21 05a, = — cos_l(—\/g/Z) +n-2
und damit und damit
4 57
0501 = +n-2r A O.5a2:?ﬂ+n-2n 0.5a1 = +n-2r A O.50c2:—7+n-27r
wobei der Faktor 0.5 aus wobei der Faktor 0.5 aus
T(x) =05a T(x) =05a
bis hierher noch keinen Einfluss hat. bis hierher noch keinen Einfluss hat.
Umformen nach a4 , ergibt Umformen nach a; » und zusammenfassen ergibt
2
041:—77-(—1—71‘47'( A tx2:8?n—|—n-47'c a1,2:i577r—|—n-47t
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i) Mit i) Mit
sin(—3a) = 1/v2 ~ 0.707 cos(—3a) = 1/v2 ~ 0.707

und n € Z gilt die Umformung und n € Z gilt die Umformung

—3a; = +n-2mr A —3ay = “n-27 A

—3ay =7 —sin"'(1/V2) +n-2m —3ay = —cos Y(1/V2)+n-2m
und damit und damit

3 7T
—Ba1 = +n-2m A —Szxz:T—kn-Zn —Ba1=—+n-2r A —3a2=—z+n-27f
wobei der Faktor —3 aus wobei der Faktor —3 aus
T(x) = -3« T(a) = -3«
bis hierher noch keinen Einfluss hat. bis hierher noch keinen Einfluss hat.
Umformen nach a ; ergibt Umformen nach a; » und zusammenfassen ergibt
a——l—l—n 27 A uc——n—l—n 27 « —il—i—n 27
D) 3 2T Ty 3 127 1 3
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k) Mit 1) Mit
sin(0.25a) = —1 cos(0.25a) = —1
und n € Z gilt die Umformung und n € Z gilt die Umformung
02501 = +n-2mr A 02501 = +n-2r A
0254y = 71 —sin ' (—1) +n-27 0.25ap = —cos *(—1) +n-2m
und damit und damit
02501 = +n-2r A 0.25&2:—§+n-27( 02501 =71+n-2r N 0250, =—mT+n-2m1
bzw. zusammengefasst bzw. zusammengefasst

Q%M2:_§+ngn 02501, = 7T+ 127

und umgeformt
und umgeformt x1p=4m+n-8m

0(1’2:—27T-|-7’l'87T
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