Mathematik

Gleichungen von der Form sin(x) = R und cos(x) = R

www.mathador.ch

Gegeben sind trigonometrische Gleichungen, vergleiche FS 4.13.6

oY)
~
92}
—-
)
S
I
=
6] ]

@)
~
»
—-
]
=
I
>

I
o

Y
Il
| S
o U
&

o
~
»n
. —_
]

S

> QQ
N
92]
=
)

z
»n
—
=
=

o
=
\QI
W
S
N

QR

I

|
—_
~
&

&

=
I
—_

—
p—
»
=
)

/N N /N /N /N /N /N /N /N
=

S N e T T N N N N
>
~
N

q) sin
s) sin(a) =—1

Lose folgende Aufgaben.

1. Gegeben sei die Sinusfunktion f mit

£(x) = sin(x)

b)
d)
f)
h)
j)
I

sowie die Cosinusfunktion g mit

¢(x) = cos(x)

und x € |—

und x € |—

m. 57

2 7

2

3. Schau dir die Gleichungen a) bis d) an und 16se sie, falls moglich.

4. Welche Symmetrieformeln gelten fiir Sinus- und Cosinuswerte im

Einheitskreis?

5. Wie lautet die 4quivalente Umformung fiir die Gleichung

sin(a) = R

und unter welcher Bedingung ist eine solche moglich?

6. Wie lautet die dquivalente Umformung fiir die Gleichung

Zeichne die Graphen G(f) und G(g) in dasselbe Koordinatensys-

tem. Wie lauten der Definitionsbereich D und der Wertebereich W
fiir diese Funktionen und was lasst sich tiber deren Periodizitit sa-

gen?

2. Fir welche R € R sind die Gleichungen
cos(x) =R

sin(x) =R und

nicht losbar?

7. Losen die Gleichungen e) bis t).

cos(a) = R

und unter welcher Bedingung ist eine solche moglich?
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1. Siehe die Graphen G(f) und G(g) der Sinus- bzw. Cosinusfunktion,
vergleiche FS 8.11.

A
\

Sm/4 3p/2 Tni4 T 9n/4 Sm2

Fiir beide Funktionen gilt
xeD=R und f(x),g(x) e W=[-1;1]

d.h. als ,Input” ist jede reelle Zahl (immer ein Winkel in Radiant
oder Grad) erlaubt und als , Output” kommen nur die Funktions-
werte

~1< fx),g(x) < 1
in Frage. Mit n € Z gilt

sin(a) = sin(a +n - 27)

und
cos(w) = cos(aw + n - 27)

d.h. beide Funktionen haben eine Periodeldnge von 271 ~ 6.28, ver-
gleiche FS 6.3.3.

2. Die Gleichungen

sin(x) =R und cos(x) =R
sind fiir
IRl>1 < R<-1 V 1<R & R¢[-1;1]

nicht losbar, denn der Sinuswert R bzw. der Cosinuswert R muss
im Intervall W = [—1; 1] liegen, vergleiche Aufgabe 1 und Einheits-
kreis.

. Gemaiss Aufgabe 1 und 2 muss

R,ReW=[-1;1]
gelten, d.h. die Gleichungen a) bis d) sind wegen
sin(a) =15¢ W und sin(a) =V3~17¢ W
sowie
cos(a) = —15¢ W und cos(a)=—V2~ —14¢ W

nicht losbar.

. Es gilt

sin(w) =sin(r —a) und cos(a) = cos(—a)
d.h. beispielsweise
sin(45°) =sin(135°) und cos(45°) = cos(—45°)

vergleiche FS 6.3.4.
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5. Fur 6. Fur
IRI<1 & —-1<R<1 & Rel-1;1] Rl<1 & —-1<R<1 & Rel-1;1]

gilt die Umformung gilt die Umformung

sin(fa) =R & { Zl _ arcsin—é_Rn) f: P cos(o) =R & {zl _ arccos(R—; j_ :.nzn
mit n € Z, vergleiche FS 4.13.6 und Einheitskreis. mit n € Z, vergleiche FS 4.13.6 und Einheitskreis.
Es gibt die zwei ,Basislosungen” Es gibt die zwei ,Basislosungen”

und 77 — arcsin(R) und — arccos(R)
wobei ein Taschenrechner immer nur den ersten Winkel wobei ein Taschenrechner immer nur den ersten Winkel
€[-90°;90°]  bzw. €[-m/2; /2] €[0°;180°]  bzw. € [0; 7]
aus dem rechten Halbkreis zurtickgeben kann und der zweite Win- aus dem oberen Halbkreis zuriickgeben kann und der zweite Win-
kel sowie die Periode kel sowie die Periode
7t — arcsin(R) bzw. .t n-2m — arccos(R) bzw. .+ n-2m

von Hand hinzugefiigt werden muss. von Hand hinzugefiigt werden muss.

DSt / 2020-06-27 Seite 3 von 10 S3B042D1.pdf


http://www.mathador.ch

Mathematik

Gleichungen von der Form sin(x) = R und cos(x) = R www.mathador.ch

7. e) Mit
sin(«)

und n € Z gilt die Umformung

N =

und damit
= -2 A
o +n-271 e
bzw. vereinfacht
5
g =—+n-2r N wapy= %4—1’1'27'[

=0.5

+n-21 A

ap = 71 —sin 1(0.5) +n-2m

T
Xy =70 — —+n-27

Bemerkung: Arkussinus ist eine Funktion und kann daher nur
(rechter Halbkreis) zu-
riickgeben und der zweite Winkel 2 muss mit Hilfe der Sym-
metrieformel a; = 7 — x| hinzugeftigt werden.

den ersten Winkel

f) Mit

cos(a) = 0.5
und n € Z gilt die Umformung
a1 = +n-2mr A
ap = —cos (0.5) +n-2m
und damit

0= +n-2r A a2:—§+n-2n

bzw. zusammengefasst

txllzzi%—kn-Zn

Bemerkung: Arkuscosinus ist eine Funktion und kann daher

nur den ersten Winkel (oberer Halbkreis) zuriickge-
ben und der zweite Winkel — % muss mit Hilfe der Symmetrie-
formel o, = — n; hinzugefiigt werden.
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g) Mit h) Mit
sin(a) = —0.5 cos(aw) = —0.5
und n € Z gilt die Umformung und n € Z gilt die Umformung
N = +n-2mr A a1 = +n-2mr A

ay = 7T —sin (—0.5) +n-2m

und damit
N = +n-2r A azzﬂ—(—%)—i-n'Zﬂ'
bzw. vereinfacht
N = +n-2mr A oc2:767(+n-271

Bemerkung: Arkussinus ist eine Funktion und kann daher nur
den ersten Winkel (rechter Halbkreis) zu-
riickgeben und der zweite Winkel 7 muss mit Hilfe der Sym-
metrieformel a; = 7 — x| hinzugeftigt werden.

ay) = —cos (—0.5)4+n-2m

und damit
27T

a1 = +n-2r A tx2:—7+n-27r

bzw. zusammengefasst

2
zxu:j:%—l—n-Zn

\

Bemerkung: Arkuscosinus ist eine Funktion und kann daher
nur den ersten Winkel (oberer Halbkreis) zurtick-
geben und der zweite Winkel — 2 muss mit Hilfe der Symme-
trieformel oy = — «| hinzugefiigt werden.
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i) Mit
sin(a) = v/3/2 ~ 0.866
und n € Z gilt die Umformung
N = +n-2t A
ay = 71 —sin 1(\V/3/2) +n-2m

und damit

T
oc2:7r—§+n-27r

v = +n-2mr A

bzw. vereinfacht

N =

Bemerkung: Arkussinus ist eine Funktion und kann daher nur
den ersten Winkel (rechter Halbkreis) zu-
riickgeben und der zweite Winkel 2* muss mit Hilfe der Sym-
metrieformel a; = 7 — x| hinzugeftigt werden.

i) Mit
cos(a) = v/3/2 ~ 0.866
und n € Z gilt die Umformung
N = +n-2mr A
ay = —cos (V3/2)+n-2m
und damit

+n-2r A 062:_7;[4’”'27-[

X1 = 6

bzw. zusammengefasst

061/2::]:%4—1’1'27'[

Bemerkung: Arkuscosinus ist eine Funktion und kann daher
nur den ersten Winkel (oberer Halbkreis) zuriickge-
ben und der zweite Winkel — 7 muss mit Hilfe der Symmetrie-
formel o, = — n; hinzugefiigt werden.
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k) Mit
sin(a) = —v/3/2 ~ —0.866

und n € Z gilt die Umformung
N = +n-2mr A
ay = T —sin ' (=V/3/2) +n-2m

und damit
a = +n-2r A oczzn—(—g)—i—nin
bzw. vereinfacht
N = +n-2r A a2:4—ﬂ+n-2n

Bemerkung: Arkussinus ist eine Funktion und kann daher nur
den ersten Winkel (rechter Halbkreis) zu-
riickgeben und der zweite Winkel */* muss mit Hilfe der Sym-
metrieformel a; = 7 — x| hinzugeftigt werden.

1) Mit
cos(a) = —V/3/2 ~ —0.866

und n € Z gilt die Umformung
n = +n-2mr A
ay = —cos (=V3/2)+n-2m

und damit

5
N = +n-2r A zxzz—%—l—nan

bzw. zusammengefasst

1)61’2::&5%4—1’1-271'

Bemerkung: Arkuscosinus ist eine Funktion und kann daher
nur den ersten Winkel (oberer Halbkreis) zurtick-
geben und der zweite Winkel —27* muss mit Hilfe der Symme-
trieformel oy = — «| hinzugefiigt werden.
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m) Mit n) Mit
sin(a) = 1/v/2 ~ 0.707 cos(a) = 1/v2 ~ 0.707
und n € Z gilt die Umformung und n € Z gilt die Umformung
N = +n-2mr A N = +n-21t A
ay = —sin Y (1/V2) +n-2m ay = —cos (1/V2)+n-2m
und damit und damit
T T
v =-+n-2mr A azzn—z—i-n-zn 0 =—+n-2r A 0(2:—14—1’['27'[
bzw. vereinfacht bzw. zusammengefasst
371
0 =-+n-2mr A a2:T+n-27r ocm:j:ngn-Zn
Bemerkung: Arkussinus ist eine Funktion und kann daher nur Bemerkung: Arkuscosinus ist eine Funktion und kann daher
den ersten Winkel (rechter Halbkreis) zu- nur den ersten Winkel (oberer Halbkreis) zuriickge-
riickgeben und der zweite Winkel 27* muss mit Hilfe der Sym- ben und der zweite Winkel —7 muss mit Hilfe der Symmetrie-
metrieformel a; = 7 — x| hinzugeftigt werden. formel o, = — n; hinzugefiigt werden.
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o) Mit
sin(a) = —1/v2 ~ —0.707

und n € Z gilt die Umformung
a1 = +n-2mr A
wy = —sin N (=1/V2) +n-2m

und damit
N = +n-2mr A azzn—(—g)-i—n-Zn
bzw. vereinfacht
N = +n-2r A zx2:54n+n-271

Bemerkung: Arkussinus ist eine Funktion und kann daher nur
den ersten Winkel (rechter Halbkreis) zu-
riickgeben und der zweite Winkel >7* muss mit Hilfe der Sym-
metrieformel a; = 7 — x| hinzugeftigt werden.

p) Mit
cos(a) = —1/v/2 ~ —0.707

und n € Z gilt die Umformung
N = +n-2mr A
ay = —cos (—=1/V2)+n-2m

und damit

3
a = +n-2r A azz—f—i-n-Zn

bzw. zusammengefasst

3
061,2::|:T7T+n-271'

\

Bemerkung: Arkuscosinus ist eine Funktion und kann daher
nur den ersten Winkel (oberer Halbkreis) zurtick-
geben und der zweite Winkel —27* muss mit Hilfe der Symme-
trieformel oy = — «| hinzugefiigt werden.
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q) Mit s) Mit
sin(a) =1 sin(a) = —1
und n € Z gilt die Umformung und n € Z gilt die Umformung
N = +n-2mr A N = +n-2mr A

wp = 7T —sin (1) +n-2m
und damit

+n-2r A 042:71—54—71-271

X1 = 5

bzw. zusammengefasst
a1y = w/2+n-2m

Die beiden Drehzeiger fallen zu einem zusammen, welcher ge-
nau nach oben zeigt.

Mit
cos(a) =1

und n € Z gilt die Umformung

N = +n-2mr A
ap = —cos (1) +n-2m
und damit
v =04n-2r N a=-—-0+n-2m

bzw. zusammengefasst
X1p =1n- 27

Die beiden Drehzeiger fallen zu einem zusammen, welcher ge-
nau nach rechts zeigt.

t)

wp) =T —sin N(—=1)4+n-2m

und damit
7T

+n-2r A zx2:7r—< >

N = )+n-27t

bzw. zusammengefasst
Np=—7T/2+n-2m

Die beiden Drehzeiger fallen zu einem zusammen, welcher ge-
nau nach unten zeigt.

Mit
cos(a) = —1
und n € Z gilt die Umformung

a1 = +n-2r A
wp = —cos (—1)+n-2m
und damit
wmp=m4+n-2mr AN ap=-—m14+n-2m1

bzw. zusammengefasst
Kip=7+n-2m

Die beiden Drehzeiger fallen zu einem zusammen, welcher ge-
nau nach links zeigt.
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