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5 Interpolation mit Polynomfunktionen
Siehe dazu die Abschnitte 9.2.1, 9.2.2 und 10.2 in der Formelsammlung.
5.1 Wissensfragen
1. Berechne f'(x), f”(x) und f"’(x) der quadratischen Funktion f mit
f(x)=ax*+bx+c
2. Welche Symmetrie weist der Graph der Funktion f mit  f(x) =ax?>+c auf?

3. Welche Symmetrie weist der Graph der Funktion f mit f(x) =ax3+bx auf?
4. Berechne f'(x), f"(x), f”(x) und f®(x) der Polynomfunktion f mit

fx) =ax®+bx®>+cx+d
Was bedeutet es, wenn ein Polynom von n-ter Ordnung ist?

Wie ist ein Polynom aufgebaut, welches symmetrisch zur y-Achse ist?

Wie ist ein Polynom aufgebaut, welches symmetrisch zum Ursprung des Koordinatensystems ist?

® N o @

Berechne f/(x) und f”(x) der Polynomfunktion f mit
fx)=a-x"+b-x""14. ..

9. Wenn man bei einer Interpolationsaufgabe mit Hilfe von

f(x), f(x) oder f"(x)

ein Gleichung erhalten hat, was sollte man damit tun?

5.2 Gleichungen vereinfachen

Vereinfache die folgenden Gleichungen soweit als moglich.

1. 4a4®+2b4=0 2. a4t +b42-64=0
1\3 1\? 1 . . )
3. a5 +b 5 +c§:0 4. a5*4+b5°+c5°+d5-5=0

DSt / 12.07.2018 Seite 38 von 65 www.protechnic.ch



Mathematik Semester 4 / Arbeitsblatt 5 www.mathador.ch

5.3

Interpolation mit quadratischen Funktionen

Bemerkungen:

e Wenn die Koordinaten eines Punktes P(x; y,) bekannt sind, kann man diese in die Funktion f

einsetzen um die Gleichung
flap) =a-x* +b-xp+c=y,

zu erhalten.

e Wenn die Steigung 1, der Tangente in einem Punkt P(x,; ...) bekannt ist, kann x, in die 1. Ab-

leitung f’ eingesetzt werden um die Gleichung
flxp)=2-a-x,+b=m,

zu erhalten.

e Jede erhaltene Gleichung ist sogleich zu vereinfachen. So sollte z.B. durch gemeinsame Faktoren

dividiert werden falls moglich und konstante Summanden werden auf die rechte Seite der Glei-
chung gebracht.

Die Koordinate y, eines Punktes P ist immer nur fiir die Funktion f relevant, nicht aber fiir die 1.
Ableitung und wird daher auch nicht eingesetzt in f’.

Aufgaben:

1.

Eine Parabel 2. Ordnung verlduft durch den Punkt P(—1; 5) und hat im Punkt Q(1; —1) eine
Tangente mit der Steigung m,; = —2.

. Eine quadratische Funktion bertihrt im Punkt P(4; 0) die x-Achse und im Punkt Q(5; y) verlduft

die Tangente parallel zur Funktion g mit ¢(x) = —4 x + 1969.

Eine Parabel 2. Ordnung verlduft durch den Punkt P(—1; —6) und im Punkt Q(2; 0) schneidet
ihr Graph die x-Achse mit einer Steigung von m,; = 5.

Eine Parabel 2. Ordnung verlduft durch den Ursprung und hat in den Punkten P(—1; ...) und
Q(1; ...) die Steigungen m, = —2 bzw. m,; = 10.

Eine quad. Funktion mit Scheitelpunkt im Ursprung hat im Punkt P(—1; ...) die Steigung m,, = 1.
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5.4

Interpolation mit Polynomfunktionen héheren Grades

Bemerkungen:

Wenn die Koordinaten eines Punktes P(x,; y,) bekannt sind, kann man diese in die Funktion f
einsetzen um die Gleichung

flxp)=a-x,"+b-x," 1+... =y,
zu erhalten, wobei 1 der Grad der gesuchten Polynomfunktion ist.

Wenn die Steigung 11, der Tangente in einem Punkt P(xy; ...) bekannt ist, kann x, in die 1. Ab-
leitung f’ eingesetzt werden um die Gleichung

flxp)=a-n-x," 1 +b-(n—1)-x,"2+...=m,
zu erhalten.

Wenn in einem Punkt P(xp; ...) ein Extremum liegt, kann x, in die 1. Ableitung f’ eingesetzen
werden um die Gleichung

flxp)=a-n-x," 1 +b-(n—1)-x">+...=0

zu erhalten. Die Zahl 0 steht hier fiir die Steigung 11, der Tangente im Punkt P, denn fiir diese gilt
wegen dem Extremum m,, = 0.

Wenn in einem Punkt P(x,; ...) ein Wendepunkt liegt, kann x,, in die 2. Ableitung f” eingesetzt
werden um die Gleichung

f'xp)=a-n-(n—1)-2,"24b-(n—1)-(n—2)-x," > +...=0

zu erhalten. Die Zahl 0 steht hier fiir die Kriimmung kj, im Punkt P, denn fiir diese gilt wegen dem
Wendepunkt k, = 0.

Jede erhaltene Gleichung ist sogleich zu vereinfachen. So sollte z.B. durch gemeinsame Faktoren
dividiert werden falls moglich und konstante Summanden werden auf die rechte Seite der Glei-
chung gebracht.

Die Koordinate y, eines Punktes P ist immer nur fiir die Funktion f relevant, nicht aber fiir die 1.
und 2. Ableitung und wird daher auch nicht eingesetzt in f’ oder f”.

Bei Polynomfunktionen und ihren Ableitungen treten am Schluss der Zuordnungsvorschriften
héufig konstante Summanden auf, wie das folgende Beispiel einer Parabel 3. Ordnung zeigt.

fx)=ax®+bx®+cx+d
f'(x) =3ax*>+2bx+c
f'(x) =6ax+2b

Sollte in einer Aufgabenstellung der Schnittpunkt mit der y-Achse gegeben sein, also z.B. P(0; 4),
dann kennt man wegen f(0) = d = 4 den Wert fiir d und kann diesen in f(x) einsetzen. Wenn P
sogar ein Wendepunkt ist, gilt wegen f”/(0) = 2b = 0 auch b = 0 und alle drei obigen Formeln
vereinfachen sich. Deswegen sollte man, falls der Schnittpunkt mit der y-Achse gegeben ist, diesen
immer zuerst einsetzen.
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Aufgaben:

1.

10.

11.

12.

13.

Eine zur y-Achse symmetrische Parabel 4. Ordnung geht durch den Punkt P(2; 4/3) und hat in
Q(V/3; 5) einen Wendepunkt.

. Eine Parabel 3. Ordnung beriihrt im Ursprung die x-Achse. Die Tangente im Punkt P(—3; 0)

verlduft parallel zur Funktion ¢ mit g(x) = 6 x + 247.

. Eine Parabel 3. Ordnung hat in P(1; 4) ein Extremum und in Q(0; 2) einen Wendepunkt.
. Eine Parabel 3. Ordnung verlduft durch die Punkte P(0; —5) sowie Q(1; 0) und hat in R(5; 0)

ein Extremum.

. Eine Parabel 3. Ordnung verlduft durch den Ursprung und hat in P(1; —2) einen Wendepunkt.

Die Wendetangente, d.h. die Tangente im Wendepunkt P, schneidet die x-Achse im Punkt Q(2; 0).

. Eine zur y-Achse symmetrische Parabel 4. Ordnung hat im Punkt P(2; 0) eine Wendetangente mit

der Steigung m, = —4/3.

. Eine zur y-Achse symmetrische Parabel 4. Ordnung geht durch den Punkt P(0; —4) und hat in

Q(—4; 0) ein Extremum.

. Eine Parabel 4. Ordnung hat im Ursprung einen Wendepunkt und im Punkt P(6; y) ein Extre-

mum. Im Punkt Q(8; 0) schneidet ihr Graph die x-Achse mit einer Steigung von m,; = —8.

. Eine Parabel 3. Ordnung hat dieselben Nullstellen wie p mit p(x) = —0.5 x> +2 x und im Ursprung

stehen die beiden Parabeln bzw. deren Tangenten senkrecht aufeinander.

Eine Parabel 4. Ordnung hat im Ursprung und im Wendepunkt P(—2; 2) Tangenten parallel zur
x-Achse.

Eine zum Ursprung symmetrische Parabel 5. Ordnung hat im Ursprung die Tangente f mit der
Zuordnungsvorschrift f(x) = 7x und in P(1; 0) einen Wendepunkt.

Eine zum Ursprung symmetrische Parabel 5. Ordnung hat in P(—1; 1) einen Wendepunkt und
eine Wendetangente mit der Steigung m, = 3.

Eine Parabel 3. Ordnung verlduft durch den Punkt P(1; —2) und hat im Ursprung einen Sattel-
punkt, auch Terrassenpunkt genannt.
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5.1 Wissensfragen (Losungen)

1. Obwohl die zu bestimmenden Parameter 4, b und ¢ nicht bekannt sind, kann man f mit Summen-
regel, Faktorregel und Potenzregel ableiten gemass

denn es handelt sich bei 4, b und ¢ um konstante Faktoren bzw. Summanden.
2. Weil x nur in der Potenz x> vorkommt, ist der Graph symmetrisch zur y-Achse.

3. Weil x nur in Potenzen mit ungeraden Exponenten vorkommt, ist der Graph symmetrisch zum
Ursprung des Koordinatensystems.

4. Obwohl die zu bestimmenden Parameter 4, b, c und d nicht bekannt sind, kann man f mit Sum-
menregel, Faktorregel und Potenzregel ableiten geméss

fx)=ax®+bx*+cx+d
f'(x) =3ax*+2bx+c
f'(x) =6ax+2b
f"(x)=6a
fHx) =0

denn es handelt sich bei 4, b, c und d um konstante Faktoren bzw. Summanden.
5. Die n-te Ordnung steht fiir den hochsten Exponenten, also
f(x)=a-x"+b-x" e x4
mit absteigenden Exponenten bis hin zum Konstantglied.
6. Eine solche Polynomfunktion kann nur gerade Potenzen von x enthalten, also z.B.
f(x)=a-x*4+b-x*+c
was ein Konstantglied am Schluss wegen x” = 1 mit einschliesst.
7. Eine solche Polynomfunktion kann nur ungerade Potenzen von x enthalten, also z.B.
f(x)=a-x°+b-x>+c-x
was ein Konstantglied am Schluss ausschliesst.

8. Mit Summen-, Faktor- und Potenzregel gilt

f/(x) :ll'i’l-xnfl—i—l%(n—l)-x”fz-k”.
flx)=a-n-(n—1)-x"24b-(n—1)-(n—2) - x" 3+ ...
9. Die Gleichung wird vereinfacht, indem man durch gemeinsame Faktoren dividiert und konstante

Summanden auf die rechte Seite bringt. Dieses Vorgehen erleichtert das Losen von Gleichungssys-
temen erheblich.
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5.2 Gleichungen vereinfachen (Lésungen)

Bemerkung;:

Gleichungen werden vereinfacht, indem man durch gemeinsame Faktoren dividiert und konstante Sum-
manden auf die rechte Seite bringt. Dieses Vorgehen erleichtert das Losen von Gleichungssystemen er-
heblich.

Losungen:

1. Durch gemeinsame Faktoren 4 und 2 dividieren.
4a84+2b4=0 & 4a8+20=0 & 2a4+b=0 & 32a+b=0
2. Durch gemeinsamen Faktor 16 dividieren und Konstantglied 4 auf die rechte Seite bringen.
ad* +b4-64=0 & a¥+b—-4=0 & 16a+b=4

3. Wegen (1/2)3 = 1/8 mit Faktor 8 multiplizieren.

a 13+b 12—|—c1—0 & a4+2b+4c=0
2 2 2 o

4. Durch gemeinsamen Faktor 5 dividieren und Konstantglied 1 auf die rechte Seite bringen.
a5* +b5° +c5°+d5-5=0 & a5 +b5+c5+d—1=0 & 125a+25b+5c+d=1
5.3 Interpolation mit quadratischen Funktionen (Losungen)
Bemerkung;:
Fiir eine quadratische Funktion gilt

f(x)=ax>+bx+c = f'(x)=2ax+b

bzw. fiir die Sonderformen

f(x)=ax>*+bx = f(x)=2ax+b

und

f(x)=ax*+c = f'(x)=2ax

Losungen:

1. Eine Parabel 2. Ordnung bedeutet f(x) = ax? +bx +c.

Eigenschaft Ansatz Gleichung
Punkt P(—1; 5) f(-1)=...=5 a—b+c=5
Punkt Q(1; —1) f)y=...=-1 a+b+c=-1
Steigung m,; = —2 im Punkt Q fll)y=...==2 2a+b=-2

Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist
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2. Eine quadratische Funktion bedeutet f(x) = ax?> +bx +c.

Eigenschaft Ansatz Gleichung
Punkt P(4; 0) f@) =...=0 16a+4b+c=0
Steigung m, = 0 im Punkt P fl4)=...=0 8a+b=0
Steigung n1,; = —4 im Punkt Q f'(5)=...=—4 10a+b=—4

Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist
f(x) = —2x*+16x —32.

3. Eine Parabel 2. Ordnung bedeutet f(x) = ax? +bx +c.

Eigenschaft Ansatz Gleichung
Punkt P(—1; —6) f(-1)=...=—6 a—b+c=—6
Punkt Q(2; 0) f2y=...=0 4a+2b+c=0
Steigung m,; = 5 im Punkt Q f'(2)=...=5 4a+b=5

Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist
fx) =x>+x—6.

4. Eine Parabel 2. Ordnung durch den Ursprung bedeutet c = 0, d.h. f(x) = ax? +bx.

Eigenschaft Ansatz Gleichung
Steigung m1, = —2 im Punkt P fi(-1)=...=-2 —2a+b=-2
Steigung m, = 10 im Punkt Q ff1)y=...=10 2a+b=10

Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist
f(x) =3x*+4x.
5. Eine quad. Funktion mit Scheitelpunkt im Ursprung bedeutet b = ¢ = 0 in der allg. Form, d.h.
f(x)=ax>+bx+c = f(x)=ax?
oder x5 = ys = 0 in der Scheitelpunktform, d.h.
fx)=a(x—x)*+ys = f(x)=ax?
und damit f'(x) = 2ax.

Eigenschaft Ansatz Gleichung
Steigung n1, = 1im Punkt P fl(-1)=...=1 —2a=1

Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist
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5.4 Interpolation mit Polynomfunktionen héheren Grades (Lésungen)

1. Die Symmetrie zur y-Achse und die 4. Ordnung liefern f(x) = ax* +bx* +c.

Eigenschaft Ansatz Gleichung

Punkt P(2; 4/3) f2)=...=4/3 16a+4b+c=4/3
Punkt Q(v/3; 5) f(V3)=...=5 9a+3b+c=5
Wendepunkt Q f"(V3)=...=0 18a+b=0

Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist

flx) = %x‘l — 6% +20.

2. Die Kurve durch den Ursprung und die 3. Ordnung liefern f(x) = ax®> +bx? +cx.

Eigenschaft Ansatz Gleichung
Steigung m, = 0 im Ursprung f[(0)=...=0 c=0

Punkt P(—3; 0) f(=3)=...=0 90 —3b=0
Steigung m, = 6 im Punkt P f[(-3)=...=6 9a—-2b=2

Man beachte, dass der y-Achsenabschnitt 247 der Gerade g fiir die Losung der Aufgabe nicht re-
levant ist. Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist

2
f(x) = §x3+2x2.

3. Die 3. Ordnung liefert f(x) = ax®+bx*+cx +d.

Eigenschaft Ansatz Gleichung
Punkt Q(0; 2) fl0)=...=2 d=2
Wendepunkt Q f'0)=...=0 b=0
Punkt P(1; 4) fl)=...=4 a+c=2
Extremum im Punkt P fl(1)=...=0 3a+c=0

Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist

f(x) = —x3+3x+2.

4. Die 3. Ordnung liefert f(x) = ax3 +bx? +cx +d.

Eigenschaft Ansatz Gleichung

Punkt P(0; —5) f(0)=...=-5 d=-5

Punkt Q(1; 0) f1)=...=0 a+b+c=>5
Punkt R(5; 0) f(5)=...=0 250+5b+c=1
Extremum im Punkt R f'(5)=...=0 75a+10b+c=0

Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist

11
3 2
T _5.
f(x) 5 ¥ 5x+7x 5
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5. Die 3. Ordnung liefert f(x) = a x> + bx? + ¢ x + d und die Steigung der Wendetangente ist

Ax Xp— Xg 1-2

_Ay _ Yy —2-0

wobei zu beachten ist, dass der Graph von f nicht durch den Punkt Q verladuft.

Eigenschaft Ansatz Gleichung
Punkt P(1; —2) f)y=...=-2 a+b+c=-2
Steigung m, = 2 im Punkt P fll)y=...=2 3a+2b+c=2
Wendepunkt P f"1)=...=0 B3a+b=0
Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist
= —4x34+12x% — 10 x,
siehe die Zeichnung.
A
y
1+
Q X
' + t t ' } t ' >
0 02 04 06 08 1 1,2 | 14 | 16 2
-1+
24
P
-3+
Funktion f, Tangente t durch Punkt Q
6. Die Symmetrie zur y-Achse und die 4. Ordnung liefern f(x) = ax* + bx? +c.
Eigenschaft Ansatz Gleichung
Punkt P(2; 0) f2)=...=0 16a+4b+c=0
Steigung m, = —4/3 im Punkt P fl(2)=...=—-4/3 8a+b=-1/3
Wendepunkt P f'2)=...=0 24a+b=0

Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist

1, 1, 5

f(x):@x 5 +§.
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7. Die Symmetrie zur y-Achse und die 4. Ordnung liefern f(x) = ax* + bx? +c.

Eigenschaft Ansatz Gleichung
Punkt P(0; —4) f0)=...=—4 c=—4
Punkt Q(—4; 0) f(=4)=...=0 64a+4b=1
Extremum im Punkt Q fl(-4)=...=0 32a+b=0
Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist
flx) = —ix4+ 1x2 —4.

64 2

8. Die Kurve durch den Ursprung und die 4. Ordnung liefern f(x) = ax* +bx3 + cx? + d x.

Eigenschaft Ansatz Gleichung
Wendepunkt im Ursprung f'0)=...=0 c=0

Punkt Q(8; 0) f8) =...=0 5120+ 64b+d =0
Steigung m,; = —8 im Punkt Q f'(8)=...=-8 20482+ 192b+d = -8
Extremum im Punkt P(6; y) fl(6)=...=0 864a+108b+d =0

Der y-Wert des Punktes P spielt keine Rolle, da P nur in seiner Eigenschaft als Extremum verwen-
det wird. Der Befehl

Solve[512a + 64b + d = 0 && 2048a + 192b + d = - 8 && 864a + 108b + d = 0, {a, b, d}]
auf www.wolframalpha.com liefert die Koeffizienten a, b sowie 4 und damit die gesuchte Zuord-
nungsvorschrift
1 4,13
X)=——x" +=-x".

9. Weil bei dieser Aufgabe die Nullstellen von p bzw. f eine Rolle spielen, kann man einen anderen
Losungsansatz wahlen. Die Zuordnungsvorschrift der Parabel p kann faktorisiert werden gemaéss

p(x) = —05x (x? —4) = —05x (x +2) (x —2),
d.h. die drei Nullstellen x; = 0 und x,3 = £2 sind bekannt und fiir f muss somit
f(x) =ax(x+2)(x—2)
gelten. Die Ableitungen von f und p berechnen sich zu
f'(x) =3ax*>—4a bzw. p'(x)=-15x>42

und weil die beiden Graphen im Ursprung senkrecht aufeinander stehen, gilt dort

Obige Formel und Einsetzen von x = 0 in die Ableitungen f’ und p’ ergibt

1 1 1
& —da=—- & a=

3002 da)= -
(3a O Ny 2 8

und damit die gesuchte Zuordnungsvorschrift

f(x):%x(x+2)(x—2):%x3—%x.
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10. Die Kurve durch den Ursprung und die 4. Ordnung liefern f(x) = ax* +bx> +cx? +d x.

Eigenschaft Ansatz Gleichung
Steigung m, = 0 im Ursprung f[(0)=...=0 d=0

Punkt P(—2; 2) f(=2)=...=2 8a—4b+2c=1
Steigung 11, = 0 im Punkt P fl(=2)=...=0 8a—-3b+c=0
Wendepunkt P f'"(-2)=...=0 24a—6b+c=0

Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist
3 4 3 2
flx) = g* +2x7 +3x%.

11. Die Punktsymmetrie zum Ursprung und die 5. Ordnung liefern f(x) = ax® + bx> + cx.

Eigenschaft Ansatz Gleichung
Steigung m, = 7 im Ursprung fl(0)y=...=7 c=7

Punkt P(1; 0) f)y=...=0 a+b=-7
Wendepunkt P f"1)=...=0 10a+3b=0

Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist
f(x) =3x>—10x° + 7 x.

12. Die Punktsymmetrie zum Ursprung und die 5. Ordnung liefern f(x) = ax® + bx® + cx.

Eigenschaft Ansatz Gleichung
Punkt P(—1; 1) f(-1)=...=1 a+b+c=-1
Steigung m, = 3 im Punkt P fl(-1)=...=3 5a+3b+c=3
Wendepunkt P f'(-1)=...=0 10a+3b=0

Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist

_ 35 3_9
f(x) = ¥ +5x 5 X

13. Die Kurve durch den Ursprung und die 3. Ordnung liefern f(x) = ax® +bx? + cx.

Eigenschaft Ansatz Gleichung
Wendepunkt im Ursprung f70)=...=0 b=0
Steigung m, = 0 im Ursprung f(0)=...=0 c=0
Punkt P(1; —2) f)y=...=-2 a= -2

Die gesuchte Zuordnungsvorschrift ist

flx) = —24°.
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